
DH!NIClON 

-La parábola es el conjunto de puntos situados en un 'plano de tal tnodo que 

desde cada punto, las _distancias no orientadas a ün punto fijo y una recta fija Son 

iguales. 
El punto fijo F se llanla/Oco, y la recta-fija .fJJ, dil:ec­
triz. Larecta que pasa por el foco perpendicularn1en­

te a Ja direi.;:triz se l1arna eje. El segrnento de recta que 
pasa por et foco perpendiculannente al eje y que es 

interceptU:do por la parábola se 11 arna !ad o recto. 

(Iviuchos autore'.:; lo llarnan cuerda nornu1l). l,a recta 
que une dos puntos cualesquiera de la· parábola tal 

con10 CD se 11an1a c._uerda, e_n particular", a la cuerda 

que pasa por el foco, tal con10 AB, se l!arna C!terdd 
,focal: Si Pes un punto cualquiera de la parábola, la 

recta PF se llan1a radio focal de P, o·radio vector. 

~¡1,~tZlt~ ECUACION DE LA l'Alll\BOLA. DE 1/EIU!CE EN El OlllGEN V EJE UN EJE 

COORDENADO º 

TEOREI\1A 6.1 La ecuación de una parábola de vértice en el origen y, eje, el eje Y, es 
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y'= 4px (1) 

en donde el foco es el punto (p, 0) y la ecuación de la directriz es x = - p. Si p >O, la 

parábola se abre' haci?- la derecha; st"p <O, la.parábola se abre hacia la izquierda. 
Si el eje de una par;:Íbola co.incide con el eje Y, y el vértice cst<í. én el origen, su ecuación 
es: 

x2 =4py 

en donde el foco es el punto (O, p), y l.a ecuación de la directriz es y 

(2) 

p. Si p >o, la 
pará~ola,.se abre hacia arri~a; si.p <O,· la patábo.la se abre hacia ~bajO. Ert·Caqacaso, 
la longitud del lado recto esvtdrido por el valor absoluto de 4 p , que.es el coeficiente 
.del térn1ilio de primer· grado. 

1 NÜta. Las ccuaciónes ( 1} y (2) 'se llan1an, gencraln1ente, pri111era ·ecuációti .ordíi1cú:ia de la 

parábola. 

En cada uno de los ejercicios del 1 al 4, haltar las coordenadas del' foco, la 
ecuúción de_ Ja.directriz y la longitud del lado_ recto para lú ecuación dada, y 

discütirel lugar geotnétrico cor~·espondiente. 

11 y2 = l2x 

,Solución. La ecuación es de la forma: y 2 = 4 px 
e;, 4p= 12 <=> p=3 (p>O). 

a) Coordenadas del foco : F(p , 0) e> F(3 , 0) 

b) Ecuc.~cióndelacHrectriz: x::::: -p =>- flJ:-x::::_-3 

e) Longitud del lacio recto: LR = l 4p 1 = 12 

d) Corno p :> O , la curva se abre hacia la_clerecha d61 eje Y, 
y su' eje coincide con el eje X º e 

O x 2 = l2y 

Solución. I ... a ecuación es de la forn1a : x:: ::::: 4 py 

q 4p=}2 <=:> p=3 (p>Ü) 

a) Coordenadas del foco : F(O , p) e> F(O , 3) 

b) Ecuación de ladírectliz: y~ -pe; !lJ: y=-3 

e) Longituddelladorecto: LR= l4pl e> LR=l2 

• 
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d) Como.p >_.O, ·1a curva se abre hacia arriba y su eje coincide con el Y !i'!íl 

IJ )'2 =-8x 

Solució11. La ecuación es de la fprn1a y 2 = 4 px 

Si4p= -8 º"' p=-2 (p<O) 

a) Coordenadas del foco: F(p, O) <=> F(-2, O) 

b) EcUacíón ~e la direCtriz: x = - p q _!ZJ: x.,= 2 

c) Longitud del lacio recto : LR = 14 p 1 <=> LR = 8 

d) Dado que p <o·, la curva Se abre hacia 1aizquíerdá de1 
eje Y, y su eje de simetría coín.cide con el eje ;e li1ll 

0/x'=-2y 

Solución. La ecuación es_ de la formax2 = -4py 

Si4p =-2 <=> p=-1/2 (p<O) 

a) Coord.enadas del foco: F(O, p) <=> F(O, - 112) 

b) Ecuación de Ia directriz: y::= - p r:::}_ ,0': 2y - l:::: O 

e) Longituddel!adorecto: LR= l4pl <=> LR=2 

d) Corno p <O, la curva se abre hacia abajo del eje X, ·y 
su eje coincide con el eje Y (Figura 6.5) ¡¡¡¡ 

O ·DedU.cir y discutir la.ecuación ordinaria x2 ::= 4py 

Sol11ció11. Sea P(x, y) un punto cualquiera de la parábo-
la, F(O, p) el foco y J!su directriz. 

Por definición de parábola el punto P debe satisfacerla 

condición geometría: IFPI = ld(P, ól')I 
cuya-fónna-ilnalítica es : 

'1(x-Of+(y.-p)' = iy+pl 

Elevando al cuadfado an1bos miembros de esta ecuación 
y simplificando, obtenemos : x2 = 4 p y ;¡¡¡ 

La discüsión de la ecuación se deja a cargo del lector. 
FIGURA6.6 

IJ · Hallar la ecuación de la parábo.la de vértice en el origen y foco el punto F(3 , 0). 



228 C:apítulo 6 : la parábola_ 

Solución. Con10 el foco F(3, O) está sobre el eje x; Ja ecuación de la parábola_ es de-la 
forn1a: y1 = .4 px. 

Por el Teorema 6.1. F(p, 0) '=> p = 3, por lo que la ecuación de la paníbola es 

3':y'=12x !iil 

IJ- -_Hallar la ecuación de !a paníbolade vértic~ en el origen y foco el punto F(_O, -3) . 

. ·Solución. Dado que el foco f'.(0 ,--3) está sobre el eje Y, la ecuación ele_ la parábola es 
de !a fon11a, /P: x 2 = 4 py 

Por el Teoren1a 6.1- ,_F(O, p) 1 => p = -3, por tanto, la ecuación de la parábola es 

.-:!!': x2 = -12y 

lt!J- Hallar la ecuriCión ele la par<-1bola de vértice en el origen y directriz la recta 
2?:y-5=0 

Solución. Con10 la directriz es una recta horizontal, el eje de la parábola es vertical, 
por lo que su ecuación es de la forn1a, ,?J:-x1 = 4py 

Por el_ Teore111a. 6.1 , .2!: y= - p 1 => iJ = - 5 , y la ecuación buscada es 

.:t':x2 = -20y 

m :Hauar la ecuación de la parábola Pe vértice en el órigen y directriz la recta 

0':.x+ 5 =O 

Solución. Siendo Ja directriz /l!-: x = - 5, una recta vertical, la ecuación de la parábola, 
de eje horizontal, es de la forma·, p¡; = )'~ = 4px 

Pbr el Teoretna 6. l.' /7!: ~'C = ~ p •=> p = 5, portan to, la ecuación de la parábola es 

,.-- m /Una p_aní.bo1~ cuyO vértice est{t en el .origen· ').L~uyo eje. coin_ciden co_n _ei_eje X 

pasa por el punto A(-2, 4). Hallar la ecuación de la _parábola, las coOrdenadas 
dél foco, la CcuaCión de la clirectrii y la longitud de Su lado recto. 

Solucióiz. Laecuacióücfe.lapaní.botae'sde·rafcii"n1á, j!l1:· y1 = 4px 

Si A(-2, 4) E .Y/' => (4)' = 4p(-2) <=O p= -2. Lüego, :3': y'= -Sx 

a) Coordenadas del foco: F(p, O) e; F(-2, O) 

b) Ecuación de la directriz : x = - p => //,;: x = 2 

e) Longitud del lado recto: LR = l 4p 1 ~-> LR = 8 111 
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Q)-, Una cuerda de la p~n\bola ,J;:.y2 --4x::::: O es un segmento_ de la recta$:-~ ~_-2y ·+ 
3 =O. Hallar su longitud. 

Solución. Sean A(x
1

; >)y B(r
2

, y,) los extremos ele la cuerda. Ento.nces la solución 
con1ún de_ la·s ecuacioneS de_/!!- y ,:fi' serán las coordenadaS de _A y B, e.Sto 

es: (x-2y+3=0) íl (y 2 =4x) =A(!, 1) y B(9,6) 

Porelteoretmtclelaclistancia: li-:f;I = ,/(9- l)2+(6-2)2 = 4B 

.m· (~allar_!a longitud de la cuerda focal de la parábola .3J: x'2 + 8y= O que: es paralela 
a ]a recta .2?

1
: 3x + 4y - 7 =O 

Solución. Six2 =-8y e> 4p=-88 p=-2;1uego,F(0,-2.) 
La ecuación de la cuerdú focal, paralela a la recta __ p ¡es 

y+2=- i (x-0) .;=:: .9J:3x+4y+8=0 

De !a intersecclón =de ./T ·y /jJ obtendren1os Iris coordenadas de !os extrernos de._la 
cuerda focal, esto es :-

(3.< + 4y + 8=0) n (x'+8y=0) = A(-2,-1/2), B(S,-8) 

:. 1AB1 = \1(8 + 2)' + (-8 + 112)2 = 25/2 11 

m Den1ostrar que la longitud del radiÜ vector de cualquier punto P
1

(..1::
1

, J') de la 
.parábola:.?: y:;= 4px es igual lx

1 
+ p I'. 

Denzostración. En efecto, si F(p, O) son las coordenadas del foco, entonces, por el 
teoren1a de _la distancia, la longitud ctet radio vector es 

r=lii>,1 = ,/1);
1
-p)'+(y

1
)' 

ComoP,(x1 ,)\)E,}' e> (y,f= 4px 1 
Luego,en(l)setiene: r= \lfr~'i'-2px 1 +p'+4px 1 = ,/(x1 +p)' 

:. r '= lx1 +pl 

(1) 

m· Hallar la iongitucldel radio.de un punto ele la parábola 3); y2 = 9x, cu ya ordena­
da es: igllal a 6. 

Solución. Si P¡(x
1 

, 6) E :Y' e> (6)2 = 9x
1 

.;=:: x 1 =4 

Además, si y'= 9x e> 4p .;=:: p = 9/4 

Haciendo uso de la fórmula del Ejercicio 15 tendremos: 

r = 14+9/41 = 25/4 111 
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m De" un punto cualquiera de· una parábola se· traza una· perpendicular al eje. 

Den1ostrar que esta perp.endicular es n1edia proporcional entre el Indo re~to y la 

porción de eje con1prendida entre el vértice y el pie de la perpendicular. 

Demostracián. Probaremos que:. 11\1\ I '= 1 LR ! ' 1OA1 

Ei1 efecto, sea la parábola ;J1: y 2 = 4 px 

Si P,(x,, y1) E .!i' = (yy = 4px, (1) 

Enestaecuación: y
1
= IAP,I, 4p= ILRI y x,= IOAI 

Por ló tanto, sustituyendo cada 'uno d~ estos valores en (l) 

obtendren1os : 

1aj),1'= 1 LRI .xi oAI 

m·. I-Íci.llar la ecuación de lá circunferencia que pasü por el" vértice y. los· puntos 
extren1os del lado recto de la parábola 21': x2 -4y =O. 

So/¡1ción. Si x' = 4 y => 4p = 4 <=> p = l 

Por el Teore111a 6. 1, las coordenadas del foco son : F(O, ! ) y por sin1etría las 

coordenadas de los extren1os del lado recto son 

L (l2pl, 1) y R(-l2pl, 1) => L (2, l) y R(-2, l) 

Sea la ecuación de la circunfer'encia, 7?; x 2 + y 2 + Dx + Ey + F =O 

Si V(O,O)E 'l'=> O+O+O+O+F=O => F=O 

L(2,l)E'(/=>4+1+2D+E=0 =>2D+E=-5 

R(-2, l)E 'i?=-e 4+ l-2D+E=O =>-2D+E=-5 

La solución común ele (2) y (3) es : D =O y E= -5 

(!) 

(2) 

(3) 

Por tanto,-en (1_), la ecliaci"ón de lacircunferéncia buscada es, r(I,_; x2 +y:; -5y = O m 

IJl) Los extren1os del lado recto ele una parábola cualquiera se unen con el pu-oto ele 

intersección del eje con la directriz. De1nostrar que estas reCtas son perpendi­

culares entre si. 

Deinostración. En efecto, sea_ la pan.í.bola ;.Y': y 2 = 4p:t cuyo-foco es F(p, O), 

y __ cuyos extremos de s·u lado recto tiene!l por c_oordenadas: 
L(p; 2p) y R(p, -2p} 

_La ecuación de Iü clireCtriz es , 2J: x = - p 

Si AE g =} A(-p, O). 
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- 2p,o 
Pendiente de AL : n1t = p + p = 

-- . -2P-0 
Pendiente de i\I{: 111 = .---. = -1 

2 p + p 

Dado que n1l. 111 2 = - l :r:;:;:;, 1\1., J_ AR 

flJ) Una circunferencia cuyo centro es el punto C(4., -1) pasa por. el foco de la 
parábola /f1: x 1 + 16y =O. De111ostrar que es tangente a la directriz ele la parábola. 

De1nostración. Bastará probar que r = d(C, -P), 

rábola. 
donde !J} es la directriz de la pa-[00GGJi~GI'\.¡sGG~ 

Enefecto,six2 =-16y e> 4p=;l6 ~ p=-4 
Por el Teoren1a 6.1, las coordenadas del foco son 
F(O, -4) y la ecuación de la directriz,.$: y-4 =O 

Radio de la circunferencia: r = 1CF1 

e; r= '1(4-0)2 +(-1+4)2 =5 

d(C, 'l') = [-l-41 =5 

Co1110 r = d(C:, 9}), he1nos probado que l_a circunfe~·ei1cia es tangente a la directriz de 
!a parábola. 

m t-Ianar la ecuación de una parábola to1nanclo COITIO ejes X e Y, e! eje y la cHl·ectriz_-­
respectivan1ente. · 

I,a solución se deja a cargo del lector. Sol. f=4p(x-p) 

En cada uno de los ejercicios del 22 al 25, aplicando la definición de parábola, 

· hallar la ecuación de la parábola a partir de l?s datos dados. Reducir la ecuación 
a Ja priinera forn1aürclinaria portranSfonnación de coordenadas. 

m Foco: F(3 , 4) ; directriz , /l!: x- l = O 

Solución. Sea P(x, y) un punto cualquiera de la parábola,. el cual, por definición debe 
satisfacer la propiedad geométrica 

IFP/ = lci(P,/E)/ 



cuya expresión analítica es : .Y (x - 3 )2 + (y' 4 )2 = 1 x - l 1 

de dónde obtenen1os : y2 -4x-8y+24 =.O 

Completando el cuadrado para la variable y , se tiene : (y - 4 )2 = 4(x - 2) 

Haciendü' x'-=x-2 ,_y'= y-4, obtenernos la transforrnada 

y' 2 = 4x' 

. m Foco: F(3, -5) ; directriz, 2!: y - 1 =O 

Solución. Sea P(x, y) un punto cualquiera de 1a parábola que, por definic~ón, debe . 

satisfacer la propiedad: 1FP1 = 1d(P,2!) 1 

cuya forma analítica es: -,J(i; - 3)2 + (y+ 5)2 = 1 y- l I 
de donde obtenemos: x 2

- 6x + 12y + 33 =O <=> (x- 3)2 =- 12(y+ 2) 

Haciendo : x' = x- 3 ·, y' = y+ 2 , se tiene la transforniada: x' 2 = 12y' m 

m Vértice: V(2, O) , Foco: F(O, O) 

Solución. Si p = VF e; p = O - 2 = -2 

Ecuación de la directriz: x= 2-p =2- (-2_) =4 => ![-_!: x-~= O 

Si P(x, y) es un punto de la parábola e; 1FP1 = 1 d(P, !E) 1 

Cuya.eXpresíón analítica es: 'l/x2 + y2 = 1 x - 4 I 
ele donde: y 2 + 8x - 16 =O <=> y 2 =' 8(x ·· 2) 

i-Iacienclo y= _y' , x ·- 2 =.x' , obtenernos la transfonnada: _v' 2 = - 8x' 

m Foco : F(-1 ' l)' directriz : 2!: X+)' - 5 =o 
Solución. Sea P(x, y) un punto cualquiera de la parábola que por definición, debe 

satisfacer la propiedad geométrica : 1 FP 1 = 1 d ( P , .'!!) 1 

éli)1a expresión' analítica es: .r::-:( l)' ( . , lx+y-51 
R< + -+ )' - 1)- = --r=--

~2 
de donde: x 2 -2xy +y2 + l4x+ 6y-21 =0 

Angulo de rotación: Tg28 = A~ C = l-_2
1 

::::: oc 1::::> ·28· == 90º {;:;;}' 8 = 45º 

Ecuaciones de rotación.: x = x'Cos8 - y' Sene= 1 (x: - y') 

y= x'Sene + y'Cos8 = 1: ~x' +}\) 

( 1) 



Solucionario de -los EJERCICIOS . Grupo 23 

Sustitoyendo estos valores de x e y en (!)y simplificando obtenemos 

2)·' 2+ IOfix' -4fiy' -21 =O 

=> 2(y'2 -2fiy' +2)=-!0fix' +21 +4 => 2(y' -fi)' =- lüfi (x' - 5fl). 
Haciendo: y' - .Y2 = y" , x' - 5fl = x" , obtenemos la transformada 

y" 2 = - 5 ;fix" 

233 

@i{l!.<,¡ii:¡) ECUACION IJE UNA PARASOi.A IJE VERT!CE (h , k) Y EJE PARALELO A UN. 

EJE COOilllENAIJO 

TEOREMA 6.2 La ecuación de una parábola con vértice en (h, k), foc(l en (h + p, k), 
y eje paral.ela al eje X, es de la forn1a 

(y - k)2 = 4p(x -h) (3) 

Si p >O , Ja paráboia se abre hacia !a derecha; S.i p <O, .la parábola se abre hacia fa 

izquierda. 
La ecuación de la parábola de vértice (h, k), foco (h, k + p), y eje paralelo al eje Y, es 

de la forma 

(x-h)2 =4p(y-k) 

Si p >O, la parábola se abre hacia arriba; si p <O, la parábola se abre_hacia abajo. 

De111ostración~ Traslade1nos !os ejes co()rdenados 

de 1nodo que el. nuevo origen O' 
coincide con el vértice V(h, k). Por el Teorema 6.1, la 
ecuación de la parábola referida a los ejes X' e Y' 
está dada por 

y''=4px' (1) 

De las ecuaciones de tras!aciÓti'. x =x' + h, y= y'+ k 

se tiene: x' = x" h , y' =y - k, que sustituida en (1) 

obtenen1os : 
(y-k)2 =4p(x-h) 

Análogarnente, para la parábola de vértice V(h, k) FIGURA6.10 

y cuyo eje es paralelo al eje Y , se demuestra que tiene por ecuación 

(x-h)' = 4p( y-k) 

(4) 

J Nota: Las ecuaciones (3) y_(4) se llaman generalmenté, segunda ecuación ordinaria de Ja 

parábola. 
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GP:"(li41!3 ECUACION GENERAL DE UNl\Pl\Rl\BOl.A 

TEOREl\1Ic\ 6.3 ·una ecuación cuadrática en las variables x e y, y_sin térnlino Cn xy 

puede escribirse ele la fonna 

Ax'+Cy'+Dx+Ey+F=O 

a) Si C}' 2 + Dx·+ Ey + F =O, la ecuación representa una t)an.lbola ele eje paralelo o 

coincidente con el eje X. Si D =O, la ecuación representa dos rectas paralelas o 

coincidentes con e1 eje X, o Ún conjunto vacfo, según que las raíces de la ecua­

ción Cy2 + Ey + F =O sean reales y desiguales, reales o iguales o con1plejas. 

b) SiAx' + Dx + Ey + F =O , (E* O) , la ecuación representa una parábola de eje 
paralelo o coincidente con el eje Y. Si E= O,_ !a ecuación -1:epresenta dos rectas 

paralelas o coínc-1clentes con el eje Y o un conjlÚlto vacío según que las raíces de 

la ecuación A:r2 + FJ-\'.+ F =O sean reales y desiguales, reales e iguales o cornpl~1jos. 

! Nota. Lós· ejerciciós del l ul 6 son den1ostraciones y deducciones de fórnnila qüc pueden ser 

fcíciln1ente p.!'ob3d8s y dcducicbs por el estudiante, por !o que se !es deja corno tarea. 

O I-Iallar la e'cuación de la pan:ibo!a cuyos ·vértice_ y fÜco son los puntos V(-4., 3) y 

P(- l, 3), respectivarnente. I-lal!ar tan1bién las ecuac'iones de su directriz y su eje. 

Solúción. _Co1110 el vértice están sobre una línea horizontal, (tienen_ la n1isrna ordena~ 
da), la ecuación de la parábola es de la forn1á 

(y-k)'= 4p(<-h) 

PorelTeorerna6.2: V(h,k)=V(-4,3) =? h=~4 y k=3 

F(h+p,k) = F(-1,3) => h+p=-1 

=? -4+p=-l <o;> p='3 

Luego, en ( l), la ecuación de la parábola es , :Y: (y - 3 )2 = l 2(x + 4) 

Ecuación de la directriz : x = h - p r.:::? .!]}: x::::: -7 

Ecuación_ del eje de sin1etría_: y =-k C::> y :::::'3. 

( l) 

'Q Hallar la ecuación de la parábola cuyos vértice y foco son los puntos V(3, 3) y 
·F(3, 1), respectivamente. Hallar tan1bién la eCuación de su directriz y la 1origitud 
de su lado recto. 
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Solución. Con10 los puntos V y F están sobre una línea vertica !;(tienen Ja misma 

abscisa), el eje de la parábola es paralelo al eje Y, y su ecuacíón es de Ja 

forma: (x-h) 2 =4p(y-k) (1) 

Pore1Teorema6.2: V(h,k)=V(3,3) => h=k=3 

F(h,k+p)=F(3,l) => k+p=l 

=> 3+p = 1 <=> p=-2 

Luego, en ( 1 ), !a ecuación ele la parábola es, /Ji: (x -:--3)2 = -8( y-: 3) 

Ecuación de la directriz: y.= k- p => 2J: y = 5 
Longitud del lado recto: LR = l 4p 1 => LR = 8 

l!J La directriz de una parábola es laf~cta .!!J: y - 1 =O, y su foco es el punto F(4, -3). 

H~1l!ar la ecuación de ta parábola por .dos n1étodoS clifererites. 

Solución. iifétodo l. Aplicando la def"irtición de parábola 

Sea P(x , y) un puntO cualquiera de la pJrábOia- qlle debe 

satisfacer la propiedad geon1étrica : 1 FP l = 1 d ( P , ,P) 1 
cuya expresión analftica es : 0J(x - 4)2 +(y+ 1)2 · =. )-y - 1 i 
de donde obtenemos la ecuación de la parábola f!JJ: (x- 4)2 = - S(y + 1) 

lv!étodo 2. ~plica.ndo él Teoren1a 6.2 

Forma de la ecuación de la pmíbola: (x- h)' = 4p(y- k) 

Si F(h,k+p) = F(4,-3) => h=4 /\ k+p=-3 

Ecuación de Ja directriz, P: y = k - p => k- p = l 
La solución común.de las ecuaciones (2) y (3) es: k = - 1 , p = - 2 

(1) 

(2) 

(3) 

Por tanto, en(!), la ecuación de la parábola es, 21': (x-4)2 = -8(y+ 1) 111 

m La directriz de una p~rábo1a es la recta 9J: X+ 5 =o, y su vértice es el pqnto 

V(O, 3). Hallarla ecuacíón de la parábola por dos métodos díferentes. 

Solución. Método 1: Aplicando la definición de parábola 

Sea P(x , y) un punto cualquíera de la parábola que debe satisfacer la 

condición geométrica: l.FPI = ld(P, 2J)I 

y cqya expresíón analítica es : ~(x - 0) 2 + (y- 3)2 = 1x+5 I 
ele donde obtenemos Ja ecuación de la parábola, fJ': (y- 3)2 = 20(<-Ü) . i!I 

El segundo método, por aplicacíón del Teorema 6.2, se deja para el lector. 
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En.cada une c:,.::Jos ejercicios del_ 11 al L5,_redúzca5e la ecuación-dada_ a la 
seglinda forina ordinaria de Ia ecuación de la parábola, y hallar las coordenadas 

del vértice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje, de la longitud del lado 

recto. 

m 4y'-48x-20y=7l 

Solución. Con1p!etando el cuadrado para la variable y, se tiene: 

4Cy 2 -Sy+ ~¡) =48x+71 +25 <=> (y-512) 2 = l2(x+2) 

e> h=-2 ' k=5/2 ' p=3 
a) Coordenadas del vértice: V(h, k) e> V(-2, 512) 

b) Coordenadas del foco : F(h + p, k) e> F(l , 512) 

e) Ecuacióndela1'.lirectriz; x=h-p g 2:x+5 ::::.O 

d) Ecuación del eje: y = k e> y = 5/2 <=> C: 2y - 5 = O 

e) Longitud del lado recto: LR = l 4p 1 => LR ~ 12 

m 9x2 +24_~~72y+16=0 
Solución. Co1npletando el cuadrado para ta variable x, se: tiene·: 

9(x2 + ~x+ 1~) =-72y-16+ 16 <=> (x+4!3)' = "8(y-O) 

e> h=-4/3 , k=O , p=-2 
a) Coordenadas del vértice: V(h, k) e> V(-4/3, O) 

b) Coorclenadasclelfoco: F(h,k+p) => F(-4/3,-2) 

e) E~cuacióndeladirectriz: )'=k-p e:> .9J: y=2 

el) Ecuación del eje:. X= h ""' X= -4/3 <=> e: 3x +4 =o 

e) Longitud del lacio recto: LR = l 4p 1 e> LR = 8 

.m y'+4x=7 

Solución, Si y 2 =-4x+7 e> (y-0)2 = -4(<-7/4) 

q h=7/4 ' k=.0' p=-l 
a) Coordenadas del vértice: V(h, k) e> V(7/4, O) 

b) Coordenadas del foco: F(h + p, k) e> F(3/4, O) 

c) Ecuacióndelaclirectriz: x=h-p e> 2?:x=ll/4.<=>. 2?:4x-11=0 

d) Ecuación del eje : y= k e> y= O 

1111 

e) Longitud del lado recto: LR= l4p 1 e> LR=4 111 

¡ 
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m 4x2 +48y+ l2x = l59 

Solución. Reduciendo la ecuación a Iü segunda fonna ordinaria se tiene: 

4(x1 + 3x + *) = -48y + 159 + 9 <=:> (x+ 312)'=- l 2(y- 7/2) 

""h=-312 ' k=7/2 ' p=-3 
a) Coordenadas del vértice: V(h, k) o=; V(-3/2, 7/2) 

b) Coordenada.sdelfoco: F(h,k+p) o=; F(-3/2, l/2) 

c) Ecuación de la directriz: y= k - p o=> /li: y= 13/2 <=:> .P: 2y - 13 =O 

d) Ecuación del eje: x = h o=> x = -312 <=; .1: 2x + 3 =O 

237 

e) Longituddelladorecto: LR= [4pf e; LR=l2 111 

m y=ax'+bx+c 

Solución. l~educiendo la· ecuación.ª la segunda fonna ordiilaria se tiene: 

( 
, b b' ) b' y=a x-+ -x+ ~4 J + c--

4 
<=; a· a- a ( b )' . 1 ( ; 4ac) X+ 2a = a )' - b.- - 4a 

=> h=-_I;_ 
2a 

k= b'-4ac 
4a ,p=4a 

a) Coordenadas del vértice: V(h, k) e} V (- _!;_ b' - 4ac) 
2a ' 4a 

b) Coordenadas del foco : F(h , k + p) e; F (- _/;_ b' - 4ac + 1) 
2a ' · 4a 

c) Ecu~ción de la directriz : y= k. - p e; fl!: y = b' -!'~e - 1 

el) Ecuación del eje : X= h e; e : X = - b/2a 

e) Longitud del lado recto: LR = f 4p 1 o=> LR = 1 !/a 1 

m· Resolver el EjErcicio 14 trasladando los ~jes COOt;denadoS. 

La soli.1ción se deja a cqrgo del lector. 

11 

m DiscutirlaecuaciónAx'+Cy'+Dx +Ey +F =O cuando A= E= F =O y 
C;tO, D;tO 

Solución. Si A= E= F =O, la e'cuaci6n se. reduce a cy·2 + Dx-= O q y2 = - ·-g x 

1.a ecuación- representa una parábola con vértice en el origen y eje de 
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si1netría coincidente con el eje X. 
Dado que 4p = - D!C, la longitud del lado recto es: LR = [ 4p 1 = D/C 

Si § < O , la parábol~ se abre hacia lá. derecha 

Si g > O , la parábola se abre hacia la izquierda. 

m Hallar laecuatión de la parábola cuyo eje es paralelo al eje X y que pasa por los 
tres punto P(3/2, -1) , Q(O , 5) y R(-6, -7) 

Solución. Por e1Teoren1a6~2, la ecuación buscada es de la f6rn1a 

;J': (y - k)' = 4 p (x- h) 

Si P(3/2,-l)E .9' => (-1-kf= 4p(3/2-h) 

Q(O, 5) E ;J' => (5 - k)2 = 4 p (O - h) 

R(-6,-7)E ,'f' => (-7-k)' = 4p(-6-h) 

Resolviendo, por simu]t¡foeas, (2), (3) y (4) obtenemos: h = 2 , .k = l y p = -2 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Por tanto, en (l ), la ecuación ele la parábola es, :9': (y- 1)2 = - 8(x- 2) lil 

f2j) Ha1Ja1: las coordenadas del foco y el vértice, las ecuaciones del.a directriz y el 

eje, y la longitud del lado recto de la parábola y2 + 8x - 2y - 1.5 =O 

La ·solución se deja al lector. Sol. V(O, 2), F(O, !), 2:x=4, 1:y=1 ,LR=8 

m Determinar la ecuación de la fitmilía de pa:.rábolas que tfenen un foco COITIÚn 
F(3, 4) y un eje común paralelo al eje Y · 

--Solución. I,aS ·parábolas cuyos ejes son paralelos al eje· Y· tienen por-ecuación 

. (x-b)2 =4p(y-k) (1) 

Dado que el foco común es F(3 , 4) = F(h, k + p) , . entonces, por igualdad de ¡ia,res 
ordenados: (h=3) /\ (k+p=4 => p=4-k) 

Sustituyendo estos valores de h y pe~ (1), obtenen1os la ecuaciqn pedida, esto es: 

(x-3) 2 = 4(4-k)(y-k) 111 

m T ... a ecuación tje una.fa1nilia de parábolas es y= 4x2 + 4.t+ c. Discutircon10 \;aría 
el lügar geon1étrico cuando se hace variar el valor del parárnetro c. 

Solución. Reduciendo la ecuación a su fÓrma ordinaria se tiene: 
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(x+l/2)2 =t(y+l-c) 

Lc.t ecuación representa una f.aniilia de parábolas con vértice sobre 1a recta¿=- - 1/2 

(Eje de simetría): Entonces: 

Si e= 1 , el vértice eStá sobré el éje X 

Si e< l , el vértice está debajo del eje X 

Si e> 1 , el vértice está arriba del eje X 11! 

m La ecüación de una fa1nilia de parábolas es !J>: y= ax1 + bx. Hállese la ecuación 

del elemento de la familia que pasa por A(2, 8) y B(-1 , 5). 

Solución. Si A(2, 8) E .ét' => 8 = 4a + 2b (1) 

B(-l,5)EZl'=>5=a-b (2) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones (l) y (2) obtenemo.s: a= 3 y b = -2 
Sustituyendo estos valores en ,'11 se tiene: y =·3x1 

- 2x 11 

m- Hallar la ecuación de la parábola cuyo eje es paraie1o al eje X y que pasa por los 
tres puntos A(O, O), B(8, -4) y C(3, !). . · 

Solución. Sea la parábola 2JJ: y1 + Dx-+ Ey + F =O 

Si A(O,O)E ;cJ' => O+O+O+F=O => F,,,O 

B(8,-4)E3'cc> 16+8D-4E=0 =>2D-E=-4 

C(3,l)E.o/'=> 1+3D+E=O =>3D+E=-l 

La solución común de (2) y (3) es: D = -1 y E = 2 

Sustituyendo estos valores en (1) ·pbtenernos la ecuación de la parábola 

.??:--y1 -x+2y =O 

( 1) 

(3) 

11! 

m Hall_ar la ecuación de laparábola'de vértice el punto V(4, -1), eje Ja· recta 

y+ 1 =O y que pasa por el punto A(3, -3). 

Solución. Co1110 el eje es una recta horizontal (y= -1)', la ecuación de la paráboln: e_s 

de la forma, .o/': (y+ !)' = 4p (x - 4) 

SiA(3, -3) E ,ét' '=> (-3 + !)' = 4p(3-4), dedondesetiene,p =el 

:. :P:(y+I)'= -4(x-4) 

·m Demostrar, analíticamente, que cualquier recta paralela al eje de la parábola 

corta a ésta en_ uno y solamente en un punto .. 

111 
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Demo.stración. En·efeé:to, sea la parábola de eje horizontal 

iJ':. (y-k)2 =4p(x-h) 

Como se sabe, su eje tiene por ecuación e: y::::: k. Entonces, la ecuación de una recta 

paralela al eje es, e;: y::::: a. Si intercepta1nos esta recta con la par-ábola obtendren~Os: 

(q - k)' 
(a-k)2 =4p(x-h) e; x= 4p-+P 

Por tanto, 1a recta et corta a la parábola en un sólü punto. 

fD Den1ostrar que la longitud dei radio vector de cualquler punto P Jx
1 

'.)'¡)de la 
parábola 21': (y- k)'=4p(x-h) es igual a lx, -h+pl. 

Denzostrilción. En efecto, las coordenadas del foco de 18. parábola son F(h + p, k) 

Si r = 1 FP 1 e; r = -i(x - h - p)' + ( ,. - k)' ( 1) 
! . ! - - . .1¡ 

Como P,(x,, y,) E .J' e; (y, - k)2 =4p(x, - h) 
~~~~~~~~-

Sustituyen ct o en (1) se tiene: . . r = 'V(r, - h-p)2 + 4p(x
1 

- h) 

de donde obtenen1os : r= 'Vx
1
2 +h2 +p2 -2hx,+2px

1
-2ph = ¡/(x

1 
,h+p)2 

:. r = 1 x1 - h + p 1 111 

fliJ I~TaHar la longituQ del radio vector del punto de la parábola y2 +·4x + 2y - 19::::: O, 

cuya ordenada es igual a 3. 

Solución. I.,,a ecuación en su forn1a ordinaria es, .?J: (y+ 1 )2::::: - 4(x_ -- 5) 
de donde se tiene : h = 5 , k = -1 y 4 p = -4 e> p ;= -1 

Si A(r
1

, 3) E iP e> (3 + 1)2 = -4(x
1 
-5) <=> x, = 1 

Luego haciendo u·so de la fónnula obtenida en el Ejercicio 27, se sigue.·que 

r=ll-5-11=5 

eI) Hi:tllar e ide~tifi.car del lugar geoniétiico de uri punto que se inueve de tal 1nanera 
que su distancia a la recta .P: x·+ 3::::: O es sie1npre 2 unidades mayor que su 

distancia del punto A(! , 1) 

Solución. l.'. Sea ·rcx, y) un punto del Iúgar geo1nétrico que· debe satisfacer la 

condicióngeométrica: ld(P,.PJI +2= IAPI 

2. La forma analític~ de esta condición es : 1x+3 I + 2 = ¡/(x" 1 )2 + (y- l)2 

3. Por definición de valor absoluto, tendremos: 
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a) Six>-3 =:> lx+31 =+(x+3) =:> x+5= cY(x,.1)2 +(y-l)' 

de donde resulta la ecuación: y2-- 12x- 2y - 23 =O 

b) Six<-3 =:> lx+31 =-(x+3) =:> -x-1=.{(7:1)2 +(y-1)2 

de donde obtene1nos : - y2 - 4x - 2y + 1 =O 
En an1bos casos, el lugar geornétriCo es una parábola. 

63!) fiallar e identificar la ecuación del luga~ geon1étrico del centro de uria circun­

ferencia que es sien1pre tangelite a Ja recta' Y?.: y- 1 =O y a la circunferencia 
73: x2 + y2 = 9. 

Solución. l., Sea P(x, y) un punto del lugar 

geon1étrico que satisface la con­

dición n1ostracla en la Figura 6.11, esto es: 

OP=OT+TP =} OP=3+ld(P, 2?)1 

2. La forma analítica de esta condición es 

cYx2 + y 2 = 3+1 y-1 I 
3. Por definición de valor absoluto se tiene: 

a) Si y> 1 =:> 1 y - l I = y - 1 =:> cYx2 +y,- = y+ 2 

ele donde resulta la ecuación, ,J': x2 
- 4 y' - 4. =O 

b) Si y< 1 =:> 1 y- l I = -(y - 1) =:> .Yx2 +y' = 4- y 

de donde obtenetnos lá ecuación, P1 : x
2 + 8 y - 16 =O 

Eri an1bos casos los lugares geornétricos son parábolas cuyas gráficas- se 
n1uCstran en la Figura 6.11 m 

ECIJAC!ON DE lA TANGENTE A IJNA l'ARAllOIA 

La deternlinación de Ja ecuación c!e la-tangente a la parábola es silnilar a laya 

estudiada-para la circunferencia; esto es, los casos que se p[esentan- son : 
t. Tangente en un punto de contacto. dado 

2. Tafigente_ con una pendiente dada 

3. Tétngente trazada desde un punto exterior~ 
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De111ostració11. En-efecto, sea P
1
(x

1
, y

1
) un punto de la parábola 

PI': y 2 = 4 px 

La ecuación de la tangente que pasa por P
1 

es 
y-y

1
= rn(..r'-x1) q y= 1nx+y1-n1x1 

Sustituyendo en la ecuación de la parábola se tiene :· 

rn2x2 + (2111 y
1 

- 21112x
1 

- 4p )x + (y
1
2 + n12x/- 2mx 1y 

1
j = O 

Por condición de tai1gencia 
(2n1y 

1 
- 2111 2x t -4p )2 - 4m 2(y1

2 ~ 1112x1
2 - 2n1x 1y1) = O 

( 1) 

. . y
1
±.,¡(J«)'-4px

1 efectuando se reduce a: x
1
1n2 - y 1rn + p =O <=> 111 = 0 _· . (2) 

.,_,xl 

Y, 
Luego, en (2), m = -

2 
. Sustituyendo este valor en(!), obtenemos 

X! 

De laectiación (y)2 = 4p.-ti ., se tiene: 2x
1 

= 
( J)' 
2p 

( J'il' 
Porlotanto,en(3): y= J"(x+.«) e> Y¡)'= 2p(x+x,) 

2p 

(3) 

Den1ostración. En efecto, sea la ecuación de la tangente: y = n1x + b ( t) 
Sustituyendo este valor en la ecuación de la parábola.se. tiene: 

(mx+b)2 = 4px q m'x'+(2bm-4p)+b2 =O 

Por condición ele tangencia: (2bm -4p)2 -4m2b2 = O e> b = p/rn 

Sustituyendo este valor de b en ( l ), nos da la ecuación buscada 

y= mx + l'_ 
111 
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En cada uno de Jos ejercicios del l al 3, hallar las ecuaciones de la tangente y la 

non11al y las longitudes de la tangente, nonnal, subtangente y subnonnal, para 
la parábola y punto de contacto dados. 

0 y2 -4x =O, T(l ,2) 

Solución. Ca ecuación de la tangente que pasa por Tes: y - 2 = m(x- !) (!) 

de donde despejan1os·, X=~(y+m-2) 

Sustituyendo en la ecuncfón dada se .tiene : 

y'= {j¡ (y+m-2) <=> my 2 -4y+4(2-m) =O 

Paraquehayatangeiicia: (-4)2-4m(4)(2-m)=0 => (m-1)2 =0=>m=1 

Luego, en (1), la ecuación de la tangente es, y - 2 = l(x- l) <=> 2J: x- y+ 1 =O 

Ecuacióndelanormal: y-2= -l(x-1) <=> 2'.1
1 
:x+y-3 =O 

I
Y¡-· I..,ongitud de la tangente: t = ~ {1 + 1112 , => t = 2fl+l = 2 {2 

Longitud de la normal: n= 1y
1
1 -Y l + m2 => n = 2fl+l = 2{2 

Longitud de Ia subtangente : 1ST1 = / ~~~ 1 = 2 

Longituddelasubnormal: ISNI = lmy,I = 11(2)1=2 

0 y 2 +4x+2y+9=0,T(-6,3) 

Solución. Ecuación de 1a tange.nte: y - 3 = n1(x + 6) => x = 1; '(y- 6m - 3) 

valor que sustituido en la ecuac;:ión de la parábola nos da 

y'+ !cy-6m-3)+2y+9=0 <=> my 2 +2(2+m)y+(;l2-15;,,) =o 

Por la condición de tangencia: 4(2+ m)2 -4m(-12-15m) = O 
1 

de donde se obtiene: (2m + 1)2 = O => m = -112 

Ecuacióndelatangente: y-3 = -t(x+6) <=> 2':x+2y =O 
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Ecuacióndelanorrnal: y,J = 2(x+6) <:=> 2J,:2x-y+l5 =O 

Longitud de la tangente : t ~ 1 ~· 1-rc+· m' e; t = l . 1~2 1-J 1 + 1/4 = 3{5 

Longitud de la normal: n = 1y,1-J1 +m' e; n = 3 0 t + l/4; _3 -f5i2 

Longitud de la subtangente : ls'fl =l~iJ = J_i_I = 6 m -1/2 

Longitud ele Ja subnormal: 1SN1 = 1 myJ = 1 (- l/2)(3) 1 = 3/2 

O x'--6x+5y-11=0, T(-2,-l) 

Solución .. Ecuación de la tangente: y+ l ::::: m(x+ 2) r.::? y ~ rnx + 2m - 1 

Sustituyendo este valor en la ecuación de la parábola se obtiene : 

x2 -6x + 5(m.t + 2rn- 1)- 11 =O e; x' + (Sm ,6)x+ !Om- 16 =O 

Por condición de tangencia : (5111 - 6)' - 4( 1)(!0111 - 16) = O e; 111 = 2 

Ecuacióndelatangente: y+ 1= 2(x+2) <:=> H!:2x-y+3 =O 

Ecuación ele la norn1ar: y+l= -1 (x+2) <:=> .01 :x+2y +4 =O 

Longitud de la tangente : t = 1 _l'.i l,/1 +m' e; t = 1::l1 ·.y¡::¡::-¡= {5 
111 2 ' 2 

Longitud de la norn1al : n = 1Y,1 ,/¡ +m =¡,¡¡.y¡::¡::-¡= f5 

Longitud de la _subtangente : 1ST1 = 1 Y, 1 = 1 ::l J = l. 
m 2 2 

Longitud de la subnonnal: 

O Por tnedio del 'feoren1a 6.4, hallar la ecuación de la tangente a Ja pan.lbola 
y' - 4x =O en el punto T( 1 , 2) 

Solución. Si y2 = 4x e; 4p =4 <:=> p = 1 y x, = 1 , y
1 
= 2 

Por el Teoren1a 6.4; la ecüación ele la tangente en el punto T(x
1 

, Y'¡) es 

y 1y=2p(x+x,) c>2y=2(x+l)<:=>.Z!:x-y+l=O l!l 

O Demostrar que la ecuación de 1a non11al a la paníbola /?: y 2
::::: 4px en el punto 

P¡(.t1 ,J\)es2!:y1x+.2py =x1y 1+2py 1 
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De111dstración. En efecto., por el Teorema.6.5 ,Ja pendiente de la tangente en. P 1 

y 
n1 = - 1

- es , entonces la pendiente de la normal será 
t 2xi 

2x1 B\ = - v , y su ecuación: 
, 1 

(y )' 
Como P(r )')E&'=>()')'= 4px => ?x = -. -1-i - ! , ! l 1 ~ 1 2p 

(y,)2 
-·-x+)' V= 2p 1· 

Sustituyendo este valor en (1) se tiene_: 

.'. )'¡X+ 2py = X
1
}'¡ + 2py 

1 

CY1l' 
(y)'+ --x 

¡ 2p ¡ 

_(l) 

111 

IJJ Por n1eclio c1e1 resultado del Ejercicio -5, hallar la ecuación de la non11al a la 

parábola .5/': y'= 4x en el pnntQ T(l , 2) 

Solución. Si y 2 = 4x => 4 p = 4 => p = _ 1 y x1 = l , y1 = 2 

Ahora, haciendo uso de la fórn1ula del Ejercicio 5, s_e tiene 

2x+2y = (l)(2)+2(l)(2) => ge:x+y-3 =O 111 

O Demostrar que las tangentes a una parábola en los puntos extre1nos de su lado. 

recto son perpendiculares entre si. 

De111ostracúfli. En efecto, sea la parábola ¿JJ: y2 = 4 px 

cuyo foco tiene por coordenadas F(p , O) 

Como LR = FR = 2 p , entonces las coordenadas de los 

extremos del lado recto son: L(p, 2p) y R( p 1 - 2p) 

Por el Teorema 6.4, las ecuaciones de las tangentes en L 

y Rson: 

2py=2p(x+p)-:=; $ 1 : y=x+p => m 1 =1 

-2py=2pC<+p)-:=; /1! 2 : y= -x-p => m2= -1 

Dado que n1
1 

~ tn
2 

= --: 1 , las -tangentes de L y R son 

perpendiculares entre sL rm 
FIGURA6.12 
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IJ Deinostrar que el punto de intersecCión de las tangentes del Ejercici?· 7 está 
sobre la directriz de la parábola. (Ver el Ejercicio 19 del grupo 23.) 

Deniostración. En efecto, refiriéndonos a ia parábola de la-Figura 6.12 

:t, n .0
2
= ()' = x+p) n (y= -x- p) = D(-p, O) 

y dado que la ecuación· de la directriz es .$: x + p = O, por lo tanto 

DE g; 

IJ Hallar la ecuación de la tangente de pendiente -1 a la parábola y 2 - 8x = O 

Solucüín. Sí y' = 8x e> 4p = 8 """ p = 2 

Por el Teore1na 6.5, la ecuación de la tahgente es y = n1x + ~ 

Porloque, y=-x+i· c>.9J:x+y+2=0 !11 

ll!J f-Ialiar la ecuación de la tangente a Ja· parábola x2 + 4x + 12y - 8' =O que es 

paralela a la recta ~'T: 3x + 9x - 11 =O. 

Solución. La e_cuación de la fanülia de rectas paralelaS a /lJ es 

X+ 3 )' + k = Ü e} }' = - t (X+ k) 

Sustituyendo este valor en la ecuación de la parábola nos da 

x 2 +4x-4(x+k)-8 =O e> x2 -4k-8 =O 

Por-condición ele tangencia (0)2
- 4(1) (-4k - 8) = O """ k = -2 

Eit consecuencia, por ( l), la ecuación de ta tangente es: x + 3 y - 2 = O 

(l) 

m Hallar la ecuación de la tangente a la parábola y 1 
- 2x + 2y + 3 =O que es 

perpendicular a la recta _q:: 2x +_y+ 7. 

·so,lucián. La ecu"ación de la fanülia de-rectas que son perpendiculares a /l!., es 

x-2y+k=O"*x=2y-k (1) 

Sustituyendo este valor de·x en !a ecuación de la parábola se tiene: 

y2 -2(2y-k)+2y+3 =o e} y 2 -2y+2k+3 =o 

Condición de tangencia: (-2)2
- 4( 1)(2k + 3) =O """ k = -1 

Por lo tanto, en ( l ), la ecuación de la tangente buscada es -: x - 2 y - l. = O a 
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m. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto P(-3, 3}ala ·parábola 

y' - 3x - 8 y + 1 O = O 
Solución. La ecuación de la fatnilia de rectas que pasan por Pes· 

y-3 = m(x+3) ~ x = n\ (y-3-3m) 

Sustituyendo esté valor en la ecuación de la parábola se tiene : 

y'- n\Cy-3-3m)-8y+IO =O<:=:> my 2 -(3+8m)y+9+!9m =o 

Por condición de tangencia: (3+8m)'-4m(9+ 19m) =O 

Esta ecuilción se reduce a : 41112 - 4 rri + 3:::: O <=>_ 1111 = 312 v n1
2

:::: -1/2 

Por tanto, én (l), las ecuaéiones de las tangentes buscadas son: 

211 : Jx - 2y + ]5 = Ü V $
2

: X+ 2y - 3 = Ü 

(!) 

·(O Hallar las ecuaciones ele las tangentes trazadas del punto P(l, 4) a la parábola 

y 2 + 3x- 6y + 9 

La solución es sirnilar a la del Ejercicio 12. Se deja a cargo del lector: 

Sol. 9J
1
:3x-2y+5 =O, 2!

2
:x+2y-9 ='O 

(D Del punto P(-1, 1), se trazan dos tangentes a la parábola y2 -x+4y + 6 =O. I-1allar 

el ángulo agudo fonnaclo por estas rectas. 

Solución. La ecuación de Ja fan1ilia ~le recias que p·asan por el puntO Pes 

y+l=m(x+l) e> x= ~(y+l-m) 

Sustituyendo este vaio'r ele x en la ecuación ele la parábola se ti en~: 

y2
- ,~(y+l-rn)+4y+6=0 <:=:> my 2 +(4m+l)y+7m-1=0 

Para que haya tangencia: (41n+ l)2 -4111(7rri-1);; O 

e; 12m'+4m-1 =Ü <:=:> m,=-l/2 v m
2

= l/6 

. · e 1 m, - m, 1 l l/6 + l/21 8 0 , Luego, SI Tg = l + 1;1,. m, e? Tg8 = 1 - ]/[2 = TI <:=:> e.= 36 2 1!ll 

m Con referenci<:t a la parábola y 2 
- 2x + 6y + 9 =O, hallar los .valores de k para los 

cuales las rectas de la fanülía x + 2y + k = O 

a). cortan a la pá.rábola en_.dos puntos diferentes, 
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b} son tangentes a la parábola, 

e) rlo cortan a !a parJbola. 

------

Solución. Si x = -2.y ..: k, Sustituyendo _en la e·cuacíón de la parábola se tiene 

J'·2(-2y-k)+6y+9o,() =? y2 +10y+2k+9 = Ü 

El discriminante ele esta ecuación es: Li=(l0)2 e 4(2k + 9) = 8(8 · k} 

.a) Ocurre cuando 11>0, esto es, si 8-k>O => kE (·= ,8) 

b) Sucedecüanclo Li=O, es decir, si 8··k=0 <=> k=8 

c) Ocurrecuando 11<0, estoes, si 8-k<O <=:. kE(8,+=) 11 

mJ 1--Ia!lar el c'ingulo agudo de intersección de la recta .Y:': ~r -y - 4 =O y la parábola 
.?J: y-2 = 2:( en cada uno.de los puntos de intersección. 

Solución. De-la ecuación de Ja parábola:· 4p = 2 c::> p.= l/2 

(9'.l:x-y-4=0) íl (.o/': y 2 =2x)=P,(8,4) y P,(2,-2) 

Por el Teoren1a 6.4, hi ecuación de la tangente es : y
1 
y = 2 p (x + x) 

Paraelpunto P,(8,4): 4y = 2(1/2)(x+8) => ilJ,:x-4y+8=0 => m 1 =1/4 

Pmaelpunto P,(2,-2): -2y =2(1/2)(x+2) => 2'!
2
:x+2y+2=0 => m2 =·112 

Por lo tanto, el ;:'ii1gulo formado por _;z;_ y _-2\ es : 

Ta8 ·-1 m. mi 1-11...::.li±.1- 3 => 8
1 
= 30ª 58' 

<::> 1 - 1 + n1·1n
1 

- 1 + 1/4 - 5 

y el ángulo agudo fofmado por P y .0
2 

es: 

Tn8 -1 m-m, 1=¡11+11//221=3=>8,=71"34' 
·;;:, 2 - 1+111~11~ -

m HaÍlat- el ángulo agudo de intersección cie la circunferencia x 2 + y 2 = 25 y la 

parábolax2 -4y - 4 =O en uno cualquiera de s·us puntos de intersección. 

Solución. (x 2 +y2 =25)íl(x2 -4y-4=0)=P,(4,3) y P
2
(-4,3) 

La ecuación de la tangente·a la parábola que pasa por P
1

, es 

y-3 = m(x-4) =?y= mx+3-4m 

Sustituyendo en la ecuación de la parábola se tiene : 

x2 -4(mx+3-4m)-4=O<=:.x2 -4mx+16(m· l) =O 

Por condición de tangencia: (4rn)' · 4(l6)(m · 1) =O => m
1
=2 

La ecuación de la tangente a una circunJerencia en un punto PJx
1 

,_}\)es 
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x
1
x+y

1
y = r' .(Ver Ejercicio 10. Grupo 18) 

Entonces para la circunferencia dada, la ecuación de la tangente en P 
1 
( 4 , 3) es 

4x+3y = 25 e; m, = -413 

Por ü1nto , si 2 c>8=63'26. 

249 

m Demostrar que las parábolas x' - 4x + 8y - 20 =O y x' - 4x - 4y + 4 =O son 

ortogonales entre sí en cada uno de sus puntos de intersección. 

La den1ostración se deja ptü·a el lector. (Sugerencia: Halle las e.cuaciones de las tan­

gentes en los puntos de ihterseccíón y cornpruebe que son perpendiculares.) 

(Q} Desde el foco de una parábola se traza una recta perpendicular a una tangente 
cualquiera a la parábola. Den1ostrar que el punto de intersección de estas rectas 

está sobré la tangente a la parábola en el vértice . 

. De1nostración. En efecto, sea la parábola ;'f: y 2 = 4px 

Por el.Teorerna·6.4-, la ecuación de la 

tangenteenPJ.:r1,y¡)es,.Q3:yly = 2p(x+x) (1) 

. 2p 
y que tiene pendiente : m = ~ 

L.-a ecuación de la recta perpendicular a _g; que pasa por 

el foco F(p, O) es 

)' 
21

1
: y= - ~(x-p) . Lp 

Sustituyendo este valor de y en (1) se tiene: 

<Yi>'.c 7 C ·e·' ·, - lp x-p) = -P x+x1) <=:>. 0'¡-+4p-)x = p(o'¡·-4px) 

Como P¡(.t
1 

,}'
1
)E !/' "* y

1
' = 4px

1
; luego, (y

1
2+4p')x = p(O) =O 

Dado que y/+ 4 p 2 :t O C:> x::;;; O, que es precisamente la ecuación de la tangente en 

el vértice de la parábola. Por tanto, PE (!l/ n 2J-'¡) está sobre dicha tangente. m 

tti) Demostrar que la normal de pendiente rn a la parábola 21': y'= 4px tiene por 
ecuación: y= 1nx-2p1n-pm3 
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Deniostración.. Por el Teore1na 6.4, la pendiente de la tangente a !a paníbola tf) en el 

punto p·¡(x1 ,)'¡)es: n1t = ~·~) 
Entonces, !a ecuación ele la norn1al en P 

1 
es : 

)' \' X¡)'¡ 
) , - 1i' = - _l (X - X) .;;:::} \' = - -·-1 X+ 1' + 

.- l 2p l - 2p . . l 2p-

( Y,)' 

4P 
. y (y)3 

Sustituyendo este valor en (1) se tiene:_ y= - -
2 

1 x+ r, + -
8 

', p . p-
)._'¡ ' 

y dado que 111 = - ~-- , entonces: y = rnx - 2p1n - ptn 3 

-P . . 

(1) 

.ftll f)en1ostra~ que cualquier tangente a una par<:lbofa, excepto la tangente en el 
vértice, corta a la directriz y·a[ lado recto (prolongado si es necesario) en puntos 

que son equidistantes del foco. 

D"e111ostración. sea ta.parábola :!P: y1 =4px, y sean 

A y B los puntos de-interSección 

de la tangente con el lado recto (prolongado) y la 
ditectriz, respecüvatúente. Por el Teore:na 6.4, la ecua­

ción ele la tangen re' en P
1
(x

1 
, y¡_) es: y

1 
y= 2p(x +~i:) 

P.arax = p (ecuación del laclo recto}, se tiene: 

2p , 
y= v (p+x,) 

. l 

Lllego,. 1\ tiene por coordenadas : { p, ·};- (p + x;Y) 

Para .x::::: -p (ecuación de la directriz) obtenemos 

2p 
\' = -·- (x -p) - Y¡ ¡ 

Entonces, las coordenadas de B son: (- p , ~-~ (x1 - p)) 

La longitud de AF es la ordenada de A, esto es: 1AF1 = 1 ~·~ (x, + p) 1 (!) 
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- _ ¡-----4p2 -- /40 2 

IBFI·= 'l/(p+p)2 + >'' (x,-p)2 = \ ,: 2 [y,2 +(x,-p)2
] 

! . ~ ! 

- _/4p 2 
·. ' .14p 2 

·, 12p 1 
=> IBFI = '1/-, [4px,+(x,-p)-] = '1-, (x,+p)- = -(x,+p) (2) 

Y1- . Y1- Yi 

Por lo tanto, de (1) y (2), se deduce que: l .W 1 = 1BF1 ¡¡¡ 

m En ·cuülquier punto.P de una parábola, no siendo el vértice, la tangente y la 

normal cortan al eje de. la parábola en los puntos A y B, respectivan1ente. 
Demostrar que los puntos A, B y P son equidistantes del foco. 

De111.ostración. En efecto, la ecuación de la tangente 

en el punto P(x
1 

, y) es 

Y,Y = 2p(x+x,) (Teorema 6.4) 

Para y=O e:::? 2p(x+xr)=0 ~ ::;:=-.r
1 

Luego A(-.c, , 0) y como Q(x,, O), entonces 

AO '= OQ => AQ = AO+OQ = 2AO (!) 

Longitud de la subnormal: QB= lmy,I 
. 2p 

Dado que , m = -,,- => QB = 2 p 
-'! 

Sumando(!) y (2) se tiene: 

(2) 

- - - -
AQ + QB = 2(AO + p) => AB = 2(AO + OF) = 2AF 

Esto es, 1AF1 = 1FB1 ; además, por el Ejercicio 15, Grupo 23: . 

r= IPFI = lx, +pi=> IPFI = IOQ+OFI = IAO+OFI = IAFI 

:. 1AF1 = 1 FB 1 = 1 FP 1 l!I 

m . Por medio del resultado del Ejercicio 22, demuéstrese un procedimiento para 

trazar 1~ tangente y la nonnal en cualquier punto de la paníbola dada. 

Solución.. La demostración del procedimiento se muestra en la Figura 6.15, y consiste 
·en trazar unit circunfe~·encia de radio r::::: PF, gue jntercepte al eje X en los 

puntos A y B. Uniendo estos puntos con el punto P de tangencia obtendremos las 
gráficas de la tangente·y normal respectivamente_. 111 
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EJ) Demostrar que la tangente a la parábola (y - k)2 = 4p (~\"- h), de penclíente n1, 

tiene por ecuación: y= 1nx -n1h + k+ ~- , 111 '/:.O. 

De111ostra~ión . . En efecto , tras·] ad ando los ejes coordenados al nuevo origen 
O'(h, k),_la ecuaci6n dada se transfonnaen: y'='- = 4px' 

Por el Teoreú1a 6 . .5, la ecuación de !a tangente, ele-pendiente 111, es :· 

y' = n1x' + 1~ , n1 '/:..O 

y pÓr las ecuaciones de traslación_: x = x' + h => x' = x- h 

y= y'+ k => y'= y- k 

Si sustituin1os estos valores dex' ey' en (1) obtene1nos 

. p p 
y - k = m(x- h) + m => }' = mx - mh + k + m , m * o 

(1) 

m -Demostrar que toda circunferencia que tiene de dián1etro una cuerda focal de 

una parábola, es tangente a la directriz. 

De111osti·ación. Sea la parábola y
2 
=4 px, y sean Pt(:i:t, y 11,¡~~>Jff'~~&f~2t 

P
2
(x

2 
, )'

2
) los ex~rernos de la cuerda focal 

P,P, y C(h, k) el cenlro de la circu'nferencia de radio r. 

Probaremos que: r = DC = h + p 

En efecto, los puntos A, By D tienen por abscisa, x = -p 

=>Al',= x,-(-p) = x, +p 

BP
2 

= x
2
-(-p)= x

2
+p 

Su111ando an1bos 1nien1bros d~ estas dos igualdades se 
tiene: 

- - 1 -:--- ~ X +X 
AP,+BP2 =x1+x2 +2p => ¡(AP,+BP

2
) = T+p 

- X1 +X1 Comoel.centroC(h,k)bisecaal'segrnentoP
1
P

2 
=> h = -~ 

Luego, DC ·= h +p. = r. Por lo tanto, la circunferencia es tangente a Ja directriz de la 
parábola. m 

m Si desde un punto exterior P se trazan tangentes a una parábo.Ia, el seg1nento de 



Solucionario de los EJERCICIOS . Grupo 25 253 

recta que une los puntos de contacto se llnn1acuerda de contacto de.P.pan1esa 
parábola. Si P

1
(x

1 
,)'¡)es un punto exterior a 1a paráboia y2

:::::: 4px, de1nüéstrese 
que la ecu;;lción de la cuerda de contacto de P

1 
es 

y, y= 2p(x+x,) 

De111ostración. Sean los puntos de tangencia: 

P(x, , >) y Q(x3 , y) 
Por el Teoren1a 6.4, la ecuación de tangente 2J

1 
es 

,, ,, = 7 p ('' ~ ,, ) ~ r1• - ? ¡i,, _ 1- ,, + ') ¡JX = () J2/ _, .·~ ' .·~2 '<--1' :.¿ 1 • - -~ , 2 J - - - 2 

y !a ecuación de la tangente !J)
2 

es 

y
3

y:::::: 2p(x+x) <=> .:1:
2
:2px-y

3
)'.+21jx

3 
=O 

Las ecuaciones de las rectas que pasan por P
1 

sOn: 

y -y
1 

= mJx-x
1
) <=> /}}' t : n1

1
x - y+}'¡' - rn

1
x 

1 
= O 

)'-}\ = n12 (x-~tt) <=> .P'2 :inTt-y+y1-rn2x 1 =O 

' 
2p Y2 2px 2 (~on10 .2? 1 = .z:l => = T = -=> \' = 
1_111 

2p 
93 - oq;2 e 2- => ·- --

1112 

Por Jo que: P ( Yi-=.~.S~~ 
1111 ' 

y l ,-, 
2D\ 
-'I 
111¡ ¡ 

Y, - rn 1x 1 
, ' 

2px 3 => \' -\' - l112X 1· , l 

-' 

y 

2p 2p 

2p 
!11¡ 

2p 
n1

2 

2p \ 
ITl~ } 

= 
m2 Pendiente de la cuerda PQ : m = --~---

y1 - 1112x1 yt-rn 1x 1 ------
n12 

.,, 
J 1 y J"'(2 --

y, 
y ·''1 = 

2p 

2p . 
Ecuación de PQ: )'-y.,=~ (x-x1) <=> _q::· )'

1 
y= 2px + )\)'

2
.-2px

2 

Dadoque P 1(x1 ,J'1)E -2\ q )'2 }'¡ = 2p(x;+x
2
_)-=> )'¡Y

2
-2p,Y

1 
= 2pxt 

Finalmente, sustituyendo el valor ele (2) en (l) obtenemos 

.$: )'¡)' = 2p(x-!-x
1
) 

- n1 1xt 

lD 1 

- D.12)(! 

1112 

(1) 

(2) 

m Den1ostrar que la cuerda de contacto de cualquier punto de la directriz de uila 
parábola pasa por Su foco. 

Deniostfación. En efecto, sea la parábola y
2 
= 4px, cuyo foco es F(p, O) y directriz 

f: X = -p 
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Si P1 E e => PJ-p, _>).Por la fórmula del Ejercicio 27, la (0f0s¡;:.¡¡;¡-¡;;¡-¡;;;-~~0'~ · 
ecuación dé la cuerda de contacto PQ es 

y
1
y=2p(x-p) 

Si y=O => 2[ '.Y- p) =Ü, corno p ;t() => x-p =O => x= p, U~tffi~~~~~~'fil 
hen1os obten.ido 'la: abscisa del foco. re 
Por lo tanto, 1· .• cuerda de contacto 15f2 pasa por el foco. liíí! 

-GJ Den10Strar que _el lugar geon1étrico de los puntos n1edios de un sistema de 

cuerdas paralelas de una par~ibola.es una recta paralela al eje. Esta recta se 1lan1a 

diárnetro de la parábola . 

. Deuiostracir5n. '">En efecto sea \a parábola 217: y 2 = 4 px y sea 

P(x, y) ün punto del lugar geon1étrico. 

La farni1ia de cuerdas·paralelas está representada por la 

ecuación: y=mx+b =>x= ~1 (y-b) 

Sustituyendo este valor dex en la ecuación de la parúbola 

d·J 
se tiene: y 2 = ¡~~·(y-p) 1-=? rny 2 -4py+4bp =O 

1,a su1na de las r2íces de esta ecuación es: 

4p y..Ly '?p 
)'1 + Y

2 
= -

1
-
1
-
1 

=> ~- = _,,_ (constante) 
..., 111 

Por lo tanto, y = 
2 

p es la ecuación del dián1etro de la 
tll . 

parábola y es paralela al eje X. m 

[ll) :f.Iallar la ecuación del dián1etro de la parábola y 2 -= l6x para un siste111a ele 
cuerdás paralelas de pendiente 2. 

Solución. Sí y 2 = 16x => 4p = 16 => p ~ 4 

Por la fórn1uia del Ejercicio 29, la ecuación del ~iámetro de la parábola es: 

2 p 2(4) 
Y=¡n e; y=2- => y=4 
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ijlJmmtmYDD iJ 1m:q;r;1!JB 
(Texto: F. J. De La Borbolla) 

O Hallar la ecuación de Ia parábola cuyo foco es e1 punto F(5, O), lado recto, Ll{ = 
12, y el eje coincfde con el eje X. 

Solución. 1,a forn1a típica de !a ecuaeión es: (y - k)2 = 4p(x - h) (1) 

Si LR= l4pl =12 <=> p,=3 v p2 =-3 

. { h+3=5 <=> h,=2 
F(5,0) = F(h+p,k) º"* k=O /\ h+p=5 '"* 

h-3=5 <=> h,=8 

Luego en (l), las e~uacione's de las parábolas son 

.31', : (y - 0)2 = l 2(x- 2) v 3'
2 

: (y - O)' = -12(x - 8) 

O I-Ia11ar la ecuación de la parábola sabiendo que: LI{ = 4; pasa por Q(-1 , -2), eje 
paralelo al eje}{, vértice sobre la ·recta :JJ: x = 3. 

Solución. Forma típica de la ecuación de Ja parábola, 8': (y - k)2 = 4p(x- h) 

Si V(h,k)E .!JJ.:x = 3. => h = 3 => 3':(y-k)2 = 4p(x-3) 

S.i Q(-l,-2)E z¡;'"* (-2-k)'=4p(-t-3) => (k+2J'=-lóp (1) 

Como LR = 4 => 1 4 p 1 = 4 => p =. l y p = - l 
Estcí claro que Ia· segunda alternativa satisface Ia e~uación ( l ), luego, si 

p=-1=>(k+2)2 =16 <=;> k 1 = 2 V k,= -6 

Por tanto, las ecuaciones_ de las parábolas son 

3'
1
:(y-2)2 = -4(x"3) v .3'

2
:(y+6) = -4(x-3) 

0 Hallar ia ecuación de la parábola cuyo eje es paralelo al eje Y, y que pasa por tos 
puntosA(-6, -1), B(-2, -1) y C(O, 5) 

Solución. Sealnparábolá 2l:x2 +Dx+Ey+F ==O (1) 

Si A(-6,-!)E :Y=> 36-6D-E+F =O (2) 

B(-2,-l)E 3' => 4-2D-E+F =Ü (3) 

C(0,5)E ."!' => 0+0+5E+P =O q F =-SE (4) 

Restando (2) - (3) se tiene : 32 - 4 D = O => D = 8 

Reslando(3)-(4)obtenemos: 4-2D-6E = O,dedonde E= -2 => F = 10 

Por tanto, en ( l ), la ecuación de la parábola es , 3': x2 + Sx - 2y + lO = O !111 
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a Dados, el fo(;o F(O, O), y la directriz. e :x +y+ 4 =O; obtener la ecuación de la 
pm·ábola y los demás elementos. 

Solución. Sea P(x, y) un punto de la parábola. 

En cualquier posición de P se debe verifi-

lp-F[ [ i(P 1· ' ' [x+y+ 4 I car que: = e , ') c> x· +y- = ····--¡;;=-
. ~2 

de donde obtenemos, 21': x2 
- 2xy +y' - 8x - 8y - l6 =O''' > "'" 

Co1no el eje es perpendicular a la directriz y pasa por 
F(O, O), su ecuación es, :Ji: y =x 

""'en .Y?=D(-2,-2) 

El vértice es punto medio de FD c> V(' 1 . - l) 

p= [VF[ = '®+ll'+(ü+ 1)2 = fi ""'LR= [4pl = 4fi 

-Dado que el lado recto es ~ara1elo a la directriz, su ecuación es $
1

: y ;:::: -x 

:, (2', íl P) = L(-2,2) y R(2,-2) 

0 Obtener la ecuación dC la pai·ábola si se.conocen :.Foco F(5, 1) y vértice 
V(3 , 2). Hallar tatnbiéii los detnás ele1nentos de la parábola. 

Solución. Sea D(xl, )'¡)el puntci de intersección de 
la directriz /!. y eje !8. Con10 V _biseca el 

segmento FD, entonces 

Pendiente de VF: rn = ; ~; 
Ecuación de Ja directriz : 

c> D(l,3) 

y. 3 = 2(x. 1) ~ e: 2x. y+ 1 = o 
FIGURA6.21 

Si P(x, y) es un punto genérico· de la parábola, entonces p'or ·défiÍ1ición : 

f PFI = fd(P, !)f 

[Zr-y+lf 
c>.'V(x-S)'+(y-1)2 = · e:. "* .9':x2 +4xy +4y'-54x- 8y+I19=0 

"15 
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p =. I VF 1 = '1(5-3)2-HL-2)2 = {5 =>.LR = l4p 1=4;[5 

Ecuación del eje : y - 3 = - ~ (x- l) <=> .51?: x + 2y - 7 = O 

Ecuación cl_el lado recto, paralelo a 

Extremos del lado recto : 

f:y-1 = 2(x-5) e; 21
1 
:2x-y-9 =O 

(21
1 
íl 3') =L(7,5) y R(3,-3) 
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0 Una parábola pasa por A(-2, 4) y B(S, -l). Su directriz es e: y+ 6 ='O. Cuál es su 
ecuación? (Dos soluciones.) 

.Solución. Fon;-Ía típica de la ecuación buscada 

Íx-h)2 = 4p(y-k) (!) 

Si F(x, y) es el foco, enton~es por defini_ci6n : 

/ÁFI = 1 d(A,.CJI => -l(x+2)'+(y-4)' = 14+61 

de donde : x 2 +y' + 4x - 8 y - 80 = O (2) 

1BF1 = 1d(B,f)1 e; ,f(x- 8)2 +(y+!)' = 1- 1+6 I 
de donde : x' +y' - ! 6x + 2 y + 40 = O (3) 

Resolviendo (2) y (3) obtenemos: 

F,(4,-4) y F
2
(8,4) 

Si F(h,k+p) = FJ4,-4) e; h, = 4, k1 +p 1 = -41 
Ecuación de la directriz , e : y= k - p => k1 - p 1 = - 6 _ 

=> k, = ,5 A P, = 1 

- ' . . =} k =-]A. J =5 
Si F(h,k+p) = F,(8,4) e; h,=8, k,+p, = 4} 

De la ecuación de la directriz: k
2 

- p
2 

= - 6 2
-

12 

Por tanto, en (1), las ecuaciones de las parábolas son 

3'
1
:(x-4)2 = 4(y+S) v .?'2 :(x-8)2 = 20(y+I) il 

O Una parábola pasa por P(7, 3) y Q(-1, -5), Su foco es F(l I, O), Cmíl es su 
ecuació.n? (Dos Soluciones.) 

Solución. Deben1os considerar las dos formas de la ecuación de la parábola 

Caso l. Forma típica, 3''
1

: (y-k)2 = 4p(x-h) ( 1) 

Ecuacióncleladirectriz,. f
1 
:x= h-p 

Un punto sobre € 
1

, a la misma altura que Pes D 1 (l~·- p, 3). Entonces por definición de 
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parábola 

lfY\I = IPFI 
------ ----

q '1(h~p-7)'+(3-3)' = ,¡(7~ 1)2 +(3)2 

q (h - p - 7) 2 = 25 q h - p = 7 ± 5 

Si F(h+p,k)= F(ll,O) ce> k=O y h+p=ll 

La solución común de (h - p = 12) A (h + p = 11) es: 

h~23/2 A.p=-1/2 

y la solución común de (h- p = 2) /.. (h + p = 11) es: 

h=l3/2 A p=9/2 

Con10 p <O (la paráb6la se abte hacia la izquierda) descarta111os la segunda solución. 

Portant.o,en(l),laprimerasoluciónes, d'¡:(y-0)' = -2(x-23/2) 

Caso 2 •. Forma típica, ,:1'
2

: (x- h)l = 4p (y - k) (2) 

Ecuación de la directriz,. C.
2

: y = k - p 

Un punto sobre e,, en la misma línea ele Q es D,(-1 , k - p) 

Luego, si 1 QD,I = 1QF1 => '1(-l + 1)2 + (k-p + 5)2 = ,¡-(-11-. +-1-)'_+_(_0_+_5_)2 

ce> (k-p+S)' = 169 <=> k-p = -5± 13 

Si F(h, k + p) = F(l l , 9) => h = 1 1 y k + p = O 

La solución común de (k + p =O) A (k - p = 8) es: k = 4 A p = -4 

y la solución común de (k + p =O) A (k- p = - 18) es: k = -9 A p = 9 

Cotno p <O (la curva se abre hacia abajo), descartan1os la segunda solución 

Por lo tanto, en (2) •. la segunda solución es, 8'
2

: (x-11)' = -6(y-4) 

liJ t.Jna pan1boia pasa por A(4, -2) y B(-·2, 4). Su tangente en el vértice V e·s la-recta 

_:JJ.: y+ 4 =O. Cual es· su ecuacióri. 

Solución. La forn1a típica de.Ja ecuación es, 

Si V(h,k)E!li: y+4=0c; k+4=0 

c;k= -4 

A(4, -2) E ·*' q (4- h)' = 4p(-2 + 4) 

o=;(4-h)'=8p (2) 

B(c2,4)E 3' e; (-2-h)2 = 4p(4+4) 

cc>(2+h)2=32p 

Dividiendo (2) entre (3) se tiene: 

(3) 

3':(x-h)'=4p(y-k) (1) 

FIGURA6.24 
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(4-h)' 1 
-(2+h)2=4 qh2 -12h+20=Ü<=:>h1 =2 V h2 = !Ü 

Para 1\ = 2, en(2): (4-2)2 = 8p q \ = 1/2 

Si h2 = 1 O q ( 4 - 1 O)' = 8p q p
2 

= 912 

Por tanto; en (l.), las ecuaCiones de las parábolas ·son 

2i'
1
:(x-2)2 =2(y+4) v?/',:(x-10)2 = 18(y+4) 
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O_ S-i L(:-9', 3) y R(-1 , -5Yson los extren1os del lado recto, hallar la ecuación de la 

parábola. (Dos soluciones.) 

Solución. Con10 el foco biseca al lado recto, en ton-

1-'l-l+kl _(;;' 1 1 Sid(F,P)=2p q . FJ ·=2(2~2)q k-6 =8<=>k-6=8vk-6=-8 
,2 . 

<=> k
1
= _14 V k

2 
= -2 

Sustituyendo estos valores de k en (l),_ obtenemos las ecuaciones de las directrices 

!Z'1':x+y+l4 =O V _<JJ~:x.-+y-2 =O 

· Si P
1
(x, y) ·es un punto cualquiera ele ]a panibola, entoríce·s por definición 

r----- lx 'y+14/ 
""'~cx+SJ'+(y+ 1)' = T ~ 

~2 

ce} -l(x+5)2 +(y+!)2 = _l_<·_,'o.\'~·-Z_I 
,Ji 

e> .'f'2 :x2 -2xy +y2 +24x+8y+48 =O 
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(ti) Hallar la ecuación de la parábola que pasa por e1 punto A(7 ,.5), cuya directriz 

es e : 2x - y+ l =o y la tangente en el vértice es __ !].{: 2x - )' - 4 =o 
Solución. La distancia entre las rectas paralelas f! y _p. es : 

y si 

p = 1 í - (-4) 1 = {5 
,J4+ l 

d(A. 0 = 1 2 cz~- 5 ;:il = 2f5 ""' d(A. o= 2du. 'l!J 
Y4+ 1 

· Por 10 que el punto J-\ se halla en 1a recta 2\ 11-q:, cuya 

ecuaciónes: y .. s = 2(x"7) => 'l!
1
:2x-y-9 =O 

La fanlilia de rectas perpendiculares a }2?
1 
está dada pür 

Iaecuación, !JJ
1
:x+2y+k=0 (1) 

l 7 +2(5)+ kl 
Como la d(A, 'l!,) = 2p => 

'1!+4 

=> lk+l71=10=>k+17=10vk+l7=-10 

=> k 1=-7 V k
2
=-27 

Entonces, en ( l), se tiene, -P2 : x + 2y- 7_= O v !l!-3 : x+ 2y -27 =O 

_Luego_: 

Si P(x, y) es un punto genérico de la parábola, entonces 

IP'i\l=ld(P,nl 

IPF,l=ld(P,1)1 

=> 3'¡ :x2 +4xy +4y'-54x-8y + 129 =O 

=> ~(x- 9)'+(y-. 9 )' = l2x}s+ ll 
5 

=> 21'
2

: x2 + 4xy + 4y 2 - 94x- 88y + 809 =O 

(O -Q_ué Anguló debe fonnar ·1a cuerda que pasa por el foco de Ja parábola y2 = 5x 
con su eje, para que la 1ongítud de la cuerda sea 4 veces la der lado recto. 

Solución. Si y 2 = 5x => p = 514 => F(S/4, 0) 

Sean P1(x1 , )'¡) y P2(x2 , Y:) Jos extremos de la cuerda focal. Luego por 
definición de parábola 
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P,F = P,02 = x2 -(-p) = x2 +p 

C}·P1F+P2F = Pl2 = (x1+x,)+2p 

De la condiCión-del problema, se sigue qtie: 

P¡P
2
=4LR e; (x 1 +x,)+2p =4(4p) 

e; x, +x
2 
= 14p e> x1+x2 =35/2 (l) 

Ecuación de la cuerda: y = m(i:- 5/4) 

Sustituyendo en la ecuación de la parábo1a se tiene : 

(mx-5111/4)2 = 5x e> !6m2x 2 -40(m2 +2)x+25m2 = O 
La suma de las raíces de esta ecuación es : 

40(m2 + 2) 
l6m2 = 

5(m'+ 2) 
2m2 
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5(m2 +2) 
Luego, en(!) : 

2n12 = ~ , de donde obtenemos m2 = 1/3 e> m = {3¡3 

Dado que n1 = Tga, entonces si Tga = ,[3¡3 {:::;> a = 30ª l!ll 

(fJ Por el foco de la parábola y?= 4px pasa una cuerda que forma un ángtilo de 60º 

con el eje. Qué relación hay entre lá longitud de la cuerda y la del lado recto. 

Solución. Las coordenadas del foco son F(p, O) y si la pendiente de la cuerda fo­

.cal P
1
P

2 
es 111 = Tg60°· = {3, su ecuación es: 

y= 'Í3(x-p) 

Sustituyendo este valor en la ecuación de la parábola se 
tiene: 

3(x-p)2 = 4px e> 3x2 -10px+3p =O 

lOp 
La sun1a de las raíces de esta ecuación es: x

1 
+ x2 = -

3
-

(Ver Ejercicio 11) 

lüp 
Entonces: P

1
P

2 
= -

3
- + 2p = 

16p 
-3-

l6p/3 = 4 
4p 3 

FIGURA6.28 

m Hallar la ecuación del diámetro de la parábolax'-x + 4y + 1 =O, sabiendo que 



Capítulo 6: La parábola 
·~~~~~~~~-

262 

.biseca a las cuerdas paralelas a 1.a-recta 21
1

: Sx.+ 4y =O 

Solución. En el Ejercicio 29 del grÚpo 25, detenninan1'os la ecuación del dián1etro 

(y = 2 p/Í~1) para una parábola de la forma y2 = 4px: Análogamente se 

puede den1ostrar que la ecuación del diámetro de la parábola de la fonnax 2 = 4 py, .es 

x=2pm, y de la forma (x- h)2 =4p(y - k) es ,x=2pm +h. En todos los casos mes la 

pendiente el~ las cuerdas paralelas. 

Luego, si -'2?r: 5x+4y =O q 111 1 = 111 =- -514 
La ecuación de la parábola en su forma ordinaria es (x- 112)2 = -4(y- 3116) de donde: 

h = 112 y 4p = -4 e¿ p = -1 

Parlo que, si x = 2pm +h e> x = 2(-1) ('5/4)+ 112 <=; x = 3, es la ecuación del 

di<-í.n1etro de la paGí.bola dada. 1!11 

m Si M(3, 7) es el punto n1edio de una cuerda de la parábolax2
- 1 Ox+ 12y = 119, 

hallar tas· ecuaciones del dián1etr9 y Ia cuerda de dicha parábola. 

Solución. Reduciendo la ecuación de la parábola a su fonna ordinaria se tiene 

(x-5)2 = -12(y-12) e> h = 5 y p = -3 

Co1n-o el dián1etro de la parábola eS paralelo al eje Y, y pasa por M(3, 7}, su ecuación 

es x= J. 

Pero sabemos que x = 2 pm + h e> 3 = 2(-3)m + 5 <=; m = 113 es la pendiente del<\ 

cuerda, por Jo que su ecuación es 

y - 7 = * (x- 3) <=; g!: x- 3y + 18 = O 

m Cuál ~iebé ser 1a pendiente cte las cuerdas paralelas que son bisecadas por el 

düünetro y = 1 , en la parábola y 2 + 2y -4x - 7 = O. 

Solución. Si y 2+2y = 4x+7e>(y+1)2 = 4(x+2) e> k~ -1 y p= 1 

Ecuacióntlel didn1etr6-: y = ~1; + k r:::? 1 = r;l 1 <::? m = l 

m c'ucí_l es el lugar geométrico de los puntos inedias de un haz de <;uerdas que 

pasan por A(8, O) del eje ele la parábola d': y'= 8x 

So_lución. l. Sean P1(x1, y1), P2(X2 ,y2
) los extre111os de una cuerda de la parábola 

ciada,.- y sea P(x, y) un punto del lugar geo111étrico que debe satisface_r 

la condición geométrica. 
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Pl = PP2 

2. Cuya expresión analítica es: 

x = ± (x, + x,) , y = ± ( )'¡ + y2) 

3. Si P,(x1 ,y,) E d' e; (J'¡) 2 = Sx, 

P2(x2,Y2)E ;?J => (y2)2 = 8x2 

e; (y)2-(y
2

)
2 = 8(x1 -x

2
) 

e; (y,+ Y,) (y, -y
2

) = 8(.x1 -x,) 

(
y y ) e; (2y) ~ = 8 <=>. my = 4. xt -x2 

y-0 ( y ) Pero, dado que : m = x _ 
8 

'=> x _ 8 y = 4 <=> y 2 = 4x - 32 
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El lugar geon1étrico es una parábola coaxial con la primera y cbn: vértice en el punto 
A(8, O) 111 

m En qué punto del eje de la parábola 21: y2 = 8x concurren las cuerdas que se ven 
desde el vértice bajo ün ángulo de 90º. 

Solución. La ecuación de la recta que cori.tiene al seg-

mento AV es, !1}
1

: y = n1x 

Como AV J_ BY, la"ecuación de BV es, 1!2 : y= - ~ x 

Interceptando 2J 1 y }]}
2 

con la parábola obt~ne1nos: 

A(S/1112
, 8/m) y B(8m2

, - 8m) 

8/m+Sm m Pendiente de AB : 111
1 
= 

81 
, 

8 
, = -

1
--, 

111·· - In- - m:-

Ecuaci6ndeAB: r+Sm= 
1

m,(x-8m2) 
- - 111-

Para y= O,setiene_: 8111 = 
1

111 , (x-81112) ,dedondex=S 
-111-

Por lo tanto, P(8, O) es el punto buscado 

FIGURA6.3Ó 

111 

m El vértice del ángulo recto.de un triángulo rectángulo es el extren10 L.del lado 
recto de la parábola y2 = 8x. El segundo vértice del triángulo es el vértice de la 
parábola. Cuál es el tercer vértice del triángulo. 
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Solución. Designen1os por A(x, 0) !as coordenadas del tercer 
vértice. Si y 1 = 8x => p = 2 

Entonces las coordenadas del foco son : F(2, 0) 

Como IFi,I = 2p =4 é> L(2,4) 

-'- d. 
I.a pendiente ele OL es, rnt = 2 = 2 

Dado que OL .l AL e> m
1 

• 111
2 
= 1 <=> 111

2 
= - 112 

0-4 ysl 111 = -- e} 
1 x-2 = -4 ,de donde, x = 10. Porloque: A(!O,O) 

2 x-2 

¡fD. El vértice de la parábola /P: y 2 =4px coincide con el de un triángulo equilátero. 

Los otros dos vé-áices del misn10 se encuentran sobre ]a curva. Cuáles son? 

Solución. Sean AC-r1 ; y1) y B(x1 , -.J' l) las coordenadas de 
los otros dos vértices. 

La ecuación ele O,i\ e~: y =-(Tg30º)x => ,y
1 

== "( ~) x
1 

(1) 

de donde obtenemos: x:
1 
= 12 p. 

Sustitu)rendo este valor en (1) se tiene: y
1 
= 4,/J p 

:. A(l2p,4'/3p) y B(l2p,-4'Í.3p) ¡¡¡ 

flIJ Qué 1ugar geo1nétrico describe el centro de una circunferencia n1óvil tangente a 
la circunfer~ncia 1?: x2 + y 2 = 16 y a la recta !JJ: x == 8 ? 

Solución. 1. _ Sea P(x, y) un punto del lugar geoniétri­

co que debe satisfacer la propiedad 

geornétrica OP = OT+TP 

Pero: TP = PD (radios de la circunferencia 1nóvil) 
- -

g OP ,= OT +.PD 

2, La expresjón anaHtlca de esta propiedad es 

.Yx 2 +-?· = 4+(8-x) ~ 12-x 

3. Elevando al cuadrado amb.os miembros y simplifi- FIGURA6,33 
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cando obtenerrios.Ia ecuación del Iuga.r geométrico. 

y2 '= -24(x-6) 111! 

fl) Qué lugar geornétrico describe un móvil J\1 que equidista de una circunferencia 
fija y de un diái11etro de la 1nisn1a? La circunferencia fija es 0': x2 + y2 = 36, y el 
dlán1etro fijo, 1 a recta x = O 

Solución. 1. Sea l\rf(,x . y) un punto del lugar geo1né­
trico que debe. satisfacer la propiedad 

TM= f PMf 

Dado que: TM = OM - OT oc; OM - OT = f.PM / 

2. Expresi?n analítica: 'Íx 2 + y 2 -6 = ±x 

=> ,/x2 +y2 = 6 ±x 

3. Elevando al cuadrado an1bos n1iembros y silnplifi­
cando obtenen1os la ecuación del lugar geométrico 

.'1'
1
: y 2 =l2(x+3) v 3"

2
:y2 =-l2(x-3) lll 

m Hallar las tangentes con1unes a la circunferencia 0': x 2 + y 2 + lOx- 20 =O y·a la, 
parábola .:Y: y 2 = 20x 

Solución. Si '12: (x + 5)2 + (y- 0)2 = 45 ,q C(-5, O) y r = 3-/s 

Ecuación de la's tangentes buscadas·: y_ = mx + b 

Sustituyendo en la ecuación de la parábola se tiene 

(mx +b)2 =20x oc> m 2x 2 +2(bm - !O)x +b2 =O 

Por condición de tangencia: 4(bm - 10)2 -4m2b2 = O ,q bm = 5 

Si 21: mx - y+ b =O ,q 1 d(C, 21) 1 = r """ l-5m + b f = 3,/5 
. ,/m2 + 1 

de donde obtenemos : 20m 2+ !Obm + 45 - b2 = O 

Sustituyendo el valor de (2) en (3) se tiene: 20m2 + 50 +45 - 2~ =O m· 

,q 4m'+ 19m2 -5 =O <=; m2 = 1/4 v m2 = -5 

Para m2 = 1/4 -:=; m = ± 1/2, sustituyendo en (2): b = ± 10 

Por tanto, én (1), Ias· ecuaciones de las tangentes son 

.2?
1
:x-2y+20=0 v 2?

2
:x+2y+20=0 

(l) 

(2) 

(3) 

111 
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m Detcnninar los- vértices del cuadrado inscrito a las· parábolas 3>
1
:x2 + 6y- 39::::: O 

y 2l' 
2 

: 4x 2 - 9y -45 "'O. Se piden solamente los vértices interiores y el lacio del 

cuadrado. 

Solución. Si d', : (x - O)' = -6( y - 13/2) y ¿f', : (x - O)' = t (y+ 5) 

para el cuac!ra_do inscrito ABCI) se necesíta que: 

IABl=IBCI 
Como las ordenadas ele C y D son negativas 

q BC ::::: cirdenadüde /?/")
1 
+ (-ordenada de . .:P

2
) 

39 - x2· 
=> BC = 1' -v = -- -

- ! ~ 2 6 
4x2 -45 

9 

~ . - . · 39 - v' 4x2 - 45 
Si AB = BC => 2.v = - 6-·- - 9 
de donde: 1 lx' + 36x - 207 =O """' x = 3 v x = - 69/l l 

El va!or_óe·x = 3 c\etern1ina By C,-Y sus respectivos 
simétricos A y D. 

Six=3 =>y= 39 - 9 =5 
1 6 

. . 36 - 45 . 1 Y,= -9- = -

Portanto:A(-3,5), 13(3.5), C(3,-l) y D(-3,-1) 

IABI =!Bel= ICT.ll = IDAI = 6 




